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Sur une Classe de Nombres remarquables. 

Par Maurice d'Ocagne, 
Ingénieur des Ponts et Chaussées, à Rochefort-s.-Mer, France. 



1. Les nombres que nous avons en vue, comme les coefficients du binôme, 
comme les nombres de Bernoulli et les nombres d'Euler, jouent un rôle important 
dans maintes formules d'Analyse. Ils ont donc été rencontrés par plusieurs 
auteurs parmi lesquels nous citerons MM. Schlômilch,* Catalan,f Cesaro.J Mais 
ils ont toujours été définis par ces auteurs au moyen de certaines formules 
d'Analyse dans lesquelles ils intervenaient. Nous les avons nous même rencontrés 
au cours de l'une de nos recherches. § Aussi avons-nous pensé qu'en raison 
de l'importance de leur rôle, il y avait intérêt à en faire une étude directe, en 
partant d'une définition aussi simple que possible. C'est une telle étude que 
nous allons présenter ici. On y trouvera un certain nombre de remarques 
nouvelles. 

Nous conviendrons d'abord de diverses notations qui doivent revenir fré- 
quemment au cours de ce travail. 

A^ représente le produit de n nombres entiers consécutifs dont le plus grand est 
m. C'est, comme on sait, le nombre des arrangements de m objets pris n à n. 
On convient, en outre, de poser A° n = 1 . Nous représenterons aussi, suivant 
l'usage, A? par^>!. 

(7™ représente le quotient du produit de n nombres consécutifs dont le plus 
grand est ni par le produit des n premiers nombres. C'est le nombre des combi- 
naisons de m objets pris n h n. On convient aussi de poser G^ = 1 . 

* Recherches sur les Coefficients des Facultés analytiques [Journal de Crelle, t. 44, 1852, p. 344). 

t Sur une Suite de Polynômes entiers .... {Association française pour V Avancement des Sciences, t. 
IX, 1880, p. 73). 

X Sur une Équation aux Différences mêlées (Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° Série, t. IV, 1885, p. 
36) ; Dérivées des Fonctions de Fonctions (ibid., p. 41) ; Notes sur le Calcul isobarique (ibid., p. 59). 

ISur un Algorithme algébrique (Nouvelles Annales de Mathématiques, 3 e Série, t. II, 1883, p. 220). 

Nous nous bornons à ces quelques citations bibliographiques. Il serait possible assurément de les 
multiplier, mais les moyens nous font défaut pour le faire à l'heure où nous écrivons. 
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SZ représente la somme des produits des m premiers nombres pris n h n. 
Nous poserons encore S^ = 1 . 

2. Définition des Nombres K^ . — Nous définirons les nombres que nous avons 
en vue au moyen d'un triangle arithmétique analogue à celui que Pascal a 
imaginé pour définir les coefficients du binôme. 

Ce nouveau triangle est le suivant 
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dont la loi de formation s'énonce ainsi : 

Le bord vertical et le bord incliné de, ce triangle arithmétique sont entièrement 
composés de 1 . Chaque nombre du triangle est égal a la somme de celui qui est 
placé immédiatement au-dessus de lui multiplié par le numéro de la colonne dans 
laquelle ils se trouvent tous deux, et de celui qui est situé immédiatement a gauche de 
celui-ci. 

Nous représenterons le nombre placé à l'intersection de la »i lème ligne et de 
l a ^ième co i onne p ar i a no tation Kf n , de sorte que 

K\= 15, iT;S=90, K\= 140, etc 

Dans ces conditions, la loi de formation qui vient d'être énoncée tient tout 
entière dans les formules 

K m = 1 

T^ -* 1 m — !• 



(1) 



(Ki=pK% l _ 1 
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On peut compléter le tableau précédent en mettant des dans toutes les 
cases vides, ce qui revient à poser 

iT? = , lorsque p~^>m. 

Nous tiendrons compte de cette convention dans la suite. 

3. Certaines conséquences découlent immédiatement de la formule (1) . 

Par exemple, on a 

K p = r>K p i 4- K p ~ x 



-m—l) 



K p m -\ = (p - 1) Kir~\ + Kl 



m— 2> 



-t^m— p + i — *-K- m —p + l -\-K m _ p + l , 

7T 1 — K l 

-"m — 2> + l -"-m — p > 

et, en faisant la somme, 

(2) K p m =pKl_ 1 + (p - 1) K p m ~\ + . . 

On a aussi 

K p = r>K p , 4- K p ~\ 

Jx m — 1 /' il m-2 T^ -"-m — 2> 



+ 2 J nT m _ J> + 1 + K m _ p 



K p +1 =pK p 



K p = 



+ K p p -\ 
K%-\. 

Multipliant la première de ces égalités par 1, la seconde par^, la troisième 
par p % , la dernière par^> m_p , et faisant la somme on a 



(3) 



Et = K p m ~\ + P K%r-\ +fK p m ~\ + . . . . +0*-*K*-\. 



Ce ne sont pas les seules propriétés qui puissent se déduire directement des 
formules de définition. En voici un autre exemple : * 
Considérons le déterminant 

xv \ S H A 3 • • • • -fl-m-l 
K 1 K % K z jrm-i 

Ji-2 JJ-3 -ti.4 .... -l\. m 

K X 7T 2 Jf 3 TTm — l V-n 

-"■S Jx i """5 • • • • -"-m + 1 J1 m 



*~"7I1 """ 



K m 

^in + l 
''m 
L m + 2 



/T 1 /T 2 7T 3 TT 1 »- 1 S'' 

-"-m — l-"-m - £1 m + l* • • • -"-2m — 3 -"-2 



2m — 2 



7T 1 /T 2 /T 3 R"m-1 T^m 

-"•m - u -m+l x, -m + 2 • • • • -"-2»t — 2 -°-2m — 1 

Laissant la première colonne intacte, remplapons les éléments de chacune des 
autres par leur différence avec les éléments correspondants de la colonne précé- 



* Voir aussi plus loin au No. 10. 
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dente. Nous obtenons ainsi, en tenant compte des formules (1), 

Kl 

2Ki SK 3 S ....(m- 1) K™z\ mK% 
3K! (m— l)K%- 1 rtiKl 



A m = 



Kl 
Kl 



2KÏ 



+i 



Km %K m 3K m + 1 



..{m-\)KZ-\ mKZ_ 3 
. . (m - 1) KZZ\ mK^-2 



ou 



A„ î =2.3.4. 



m 



Kl Kl 
Kl Kl 



TTm-1 Jfn 

Kl 



K 



m— 1 



m-fl 



K % K 

Ji -m-l n i 
K 2 



V"m—\ jrm 
■"•2m— 4 -"-2m— 3 



fi" 3 



ZTm — 1 JP-. 

• ' -"-Sm-S J1 -2 



•-2OT — 2 



Continuant à opérer toujours par le même procédé, on arrive, de proche en 
proche, à ce résultat : 



(4) 



A m = 2.3 2 .4 3 



m 



m—l 



4. Les formules (1) vont nous permettre encore de démontrer cette intéres- 
sante proposition : 

L'équation 

$ m (x) = Kl + Klx + Klx* + ....+ K%x m ~ » = 

obtenue en multipliant les nombres de la m Ume ligne par 1, x, x % , .... , faisant la 
somme et égalant et , A toutes ses racines réelles. 

La proposition est évidente pour $ x (x) = ; il suffit donc de faire voir que 
si elle est vraie pour ^> m _ 1 (x) = 0, elle l'est encore pour <^ m (œ) = 0. Or, si 
l'équation <p m _i(x) = a toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équa- 
tion ^ m -x(x) = xq> m _i{x) =0, et, par suite aussi, en vertu d'un théorème connu 
qui découle immédiatement du théorème de Rolle, de l'équation 

Mais, les formules (1) montrent que 

La proposition énoncée est donc démontrée. 

5. Pour avoir l'expression explicite du nombre K? en fonction de ses indices 
m et p , nous ferons usage de certaines formules démontrées dans notre Note 
sur un Algorithme algébrique. 
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Représentant par [a^ aj (m) ce que devient le développement de 

(a 1 + a i + . . . . + a p ) m lorsqu'on y remplace tous les coefficients par l'unité, 
nous avons démontré que si l'on pose 

f(x) = (œ — a^ipc — a 2 )....(x — a p ), 



i=p 

- r.m—1 



E n m—1 
i = l 

en convenant d'ailleurs de prendre 

foa,. . . .a-]*" »> = j 1 lOTS< ï ue ™-l>=°. 
Or, on a, bien évidemment, 

/' («t) = («i — «i)(« f — a,) (a, — «i-OK — a, +1 ) («j — a,) ; 

donc [oxa,....^] (*-*)=> _ ^ °± . 

^— /ll(a, — dj)j=i,% i-i,i+i p 

Mais, il résulte, toujours de la même Note, que * 

££ = [123 pY m - p \ 

On a donc, en faisant dans la formule précédente a x = 1 , a 2 = 2 , ff p =i? , 

j™— i 2»»— i 

-=(l_2)(l_3).r..(l-_p) + (2-l)(2-3)....(2-~^) + ' * ' ' 

+ (,-_!)(,•_ 2) .... l.(_l)....(,'_ p ) + •••• + (j,_i)(p_2)....2.1 * 

Multipliant le premier terme haut et bas par 1 , le second par 2 , le troisième par 
3, . . . . et retranscrivant la formule en intervertissant l'ordre des termes, on 
obtient 



(b) K p-_p m . (-p- 1 )" , (p-2r 

m P 1 (p — 1)! 1! (P — 2)12! 



Om Ira 

■~ ^ 2!(p — 2)!^ l) !!(» — !)! 



2! (p — 2)! ' v > V.(p — 1)! 
Cette formule se transforme immédiatement en celle-ci 
(5 /) K r>- P m —C l P {p — l) m +C$(p-2r-. . . .+(-l)g-»C»-»2»+(— l)'- 1 ^- 1 !" 

Telle est la formule qui donne explicitement Kg en fonction de m et de p . 



*Ce résultat est d'ailleurs immédiat. Il est bien évident, en effet, d'une part, que 

[183 pY n -»=p[Vt8 jp](— *-') + [183 (2)-l)]<"-*- 2 >; 

de l'autre, que [!]"-* = 1, [123 m]<°' = l. 
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Elle a déjà été obtenue par M. Schlômilch,* mais par une méthode totalement 
différente et qui paraîtra sans doute moins simple. Après la convention qui a 
été faite sur les valeurs de [a^ .... a p ~] {m ~ p) pour m — p = 0, on voit que la 
formule (5), ou sa transformée (5'), subsiste quelles que soient les valeurs rela- 
tives de m et de p, moyennant que l'on prenne, comme il en a déjà été convenu 
plus haut (No. 2), K™ = pour p > m .f Pour m = p, Kg = 1 , et la formule 
(5') donne alors une remarquable identité. 

6. Une autre propriété de la fonction [a^ .... a P ~\ {m ~ p) fait connaître très- 
aisément la fonction génératrice du nombre Kg . Nous avons, en effet, démontré, 
toujours dans la même Note que [a x a 2 .... a p ] (m-p) est le coefficient du terme en 

— dans le développement de -; r- r -, r suivant les puissances 

ascendantes de — . Ainsi 
x 

1 K p K" , , K p , 

/n\ * fV I Xy P + l I I Jx p+m I 

V°>> (a._i)(a,_ 2) (x—p) x p "^ x^ 1 t . . • • T x p + m T • • • • 

Dans ce développement en série le rapport d'un terme au précédent est 

Kg +1 ï 

H- m x 

ou, d'après la formule (5') 

JL P m+l — Cp(-P — l) m + 1 +G^(p — 2) m + 1 — .... 

x ' p m — G}\p— l) m + C>(p —2) m — 

qui peut s'écrire 



X 



/ 1 \ m / 2 \" 



dont, la limite, lorsque m croît indéfiniment est 

■ JL 

x 

La série sera donc convergente pour 

x~^>p. 
Changeant x en — , ce qui transforme la condition de convergence en 

, 1 

x<— , 

P 

* Loc. cit., 11. Ce que M. Schlômilch désigne par C s ~" s'écrit, avec nos notations, X" +4 ; ce qu'il 
désigne par C*" est, avec nos notations, #„*_!. 

t Voir au No. 15 une autre démonstration de la formule (5'). 
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on obtient sous cette condition le développement 

( ' (1 x)(l 2x) .... (1 — px) = -Kp ~^~ ^ï>+i x ~^~ K-jf+iX + -\-K p x m PJ r — 

On tire de là 



(3) 






p = Y jyn—p 

m (m — p)\l (1 — x) 



— px)X 



(m —p) ! L (1 — x)(l — 2x).... (1 — px) J œ= o' 

7. Bans notre Note sur un Algorithme algébrique le nombre que nous désig- 
nons ici par K p est désigné par [l^] 1 ™ - ^. Le nombre analogue 

[a (a + 1) (a + p — 1 )]<">+*», 

désigné abréviativement par \a p ~\ lm ~ p \ pourra de même être figuré par la nota- 
tion Kf n (a), et on aura 

Ki(a) = (p + a-l)K: p _ l (a) + K*z\{a). 
Par suite, les nombres K p {a) seront donnés par le triangle arithmétique 
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dans lequel chaque élément de la p Ume colonne est égal a la somme de celui qui est 
situé immédiatement au-dessus de lui multiplié par p + a — 1 , et de celui qui est 
immédiatement à gauche de celui-ci. 

Les nombres K%(a) qui généralisent les nombres K p jouissent de propriétés 
tout-à-fait analogues. En particulier, on a 

(q S 1 _-*%(«) | -*?+!(«) I , - g£-.(«) | 

[ } (x—a)(x—a—l)..>(x — a—p+l)~ x p " r x p + 1 ~ t "-^' x p+" 1 "*"■•• 

Nous avons fait connaître (loc. cit.) l'expression des nombres [ap] ,m) au moyen 
des nombres [lj,] 1 " 1 '. Traduisant cette formule à l'aide des notations du présent 



360 d'Ooagne : Sur une Classe de Nombres remarquables. 

Mémoire, après y avoir remplacé p par m +p, on obtient ce résultat remarquable 

(10) K*(a) = 53 a i -i4 + i-i / ^ + i - 

Il va sans dire, puisque K%=0 pour p~p-m, que la formule précédente 
s'arrêtera au terme en K% lorsque p + a — 1 sera supérieur à m . Ainsi 

Ki(a) = Kl + (a - 1). 2.IQ + ( g -^(»- 2 ) .3. 2./f* 

= 7 + (a— l).2.6 + (a— ■ l)(a — 2). 3. 
= 3a 2 + 3a + 1 . 
8. La formule (10) va nous permettre d'établir la condition de convergence 
de la série (9). En effet, dans cette série, le rapport d'un terme au précédent 
étant _ J_ .ff£ +1 (a) 

P™" x • Kl{a) ' 
les formules (10) et (5') permettront de le mettre sous la forme 
-1 p m + 1 -C l(p-lT +1 + ■ ■ ■ . + CUAl [ (p+l) m+1 -C 1 v+ i P m+1 + Gî +1 {p-l)^-.. ■ ■] 
V>- -Gl{p-l) m +.-.. + 02-i<[(p+l)" -<3+iP B +^» +1 (i>-i)- -....] 

+ <7f_^ +1 [(£+ 2)»-»- ^ + ,( P + ir +i + og + ,p- +i -gj + ,(p-i)" ,+1 + ••••]+•••• 

+ cuai+,\{p+îT -o^p+VT +<%*&* -omp-vt +....] + •••• 

Divisant haut et bas par p m , on voit que lorsque m croît indéfiniment, on a 

i T . p + o^I[p^+ jJ +1 -^p] 

Lim p m = — Lim — ^ 

+ OÎ-i^+i[>(l + -) -gHg(l + -) + <&«?] + • • • • 

+ OLAi[ (1 + y) ~ C5+,(i + y) + 05+.] + • • • • 
expression qu'on peut écrire 

Lima -^Lim ^ +1+ai ^ + 1 ) W+1+a ^P +2 ) ,ft+1+ ---- +a -^ +a ~ 1 ) ro + 1 
pM ~ * i> m + « x (p + l) m + « 2 (l> + 2)-+ . . . . + a^Qp + a - 1)" 

J_ L . (f +"-')('- ^=î) +°.(f +»-')('- h^î) 

" " m (i--^- f T+»,0--^ 1 ) 

V i^ + a — 1/ \ P + a — 1/ 

+ +a a _ 1 (p+a—l) 

+ ....+ a a _i 
p + a — 1 
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La série (9) sera donc convergente si 

x ~^>p + a — 1 . 

9. Si on multiplie les deux membres de l'égalité (6) par (x — l)(x — 2) (ce — p) 

et qu'on en effectue ensuite l'identification, on arrive à la formule générale 

(11) Kg +p — SlKl +T ^ + S%Ki +p _ 2 _.... + (_ iyS$K* - 0. 

Faisant, dans cette formule, m successivement égal àwz,wi + l,7ra + 2,....m -\-p , 



on obtient p + 1 équations linéaires en S£, S p * ,...., Sg. 
quantités entre ces p + 1 équations, on obtient la formule 



(12) 



Eliminant ces p 



JTp TTv TTp 

-"-m + J> -"-m + 2> — 1 -"-m + p — 2 


JTp 

• • • ' -"-m + l 


J{P 


FTp TTp JTp 

J - L m -f- ^> -f- 1 »t+2 > J -*-m-f-2> — 1 


• • » • -"-TO+2 


JTP 


/fï» TTï 1 7?"i> 

- iu m4-i> + 2 -"-m + P + l -"-m + jî 


Tfp 


Xp 

J-*-m + 2 



7Tî> 7T?' 7Tî> TT» 7Ti> 

-"-m -f- 2p — 1 J1 -m + 2j> — 2 -"-m + 2;> — 3 • • • • -"-i» + P -"-m- 



7?^ 7?^ TflP 

- tt m + 2p -"•m + 2i> — l-"-m 



+ 2p — 2 



- tx m -f- # -j" 1 ■ xi m 4- p 



Ce déterminant est d'une forme très-symétrique. Tous les éléments d'une 
parallèle quelconque à la diagonale principale sont, en effet, égaux entre eux. 
Les indices supérieurs sont les mêmes pour tous les éléments. Cet indice com- 
mun, qui indique que tous les nombres K£ entrant dans la composition du déter- 
minant appartiennent à une même colonne du triangle arithmétique de définition, 
est égal au nombre des éléments de chaque ligne ou de chaque colonne diminué 
d'une unité; quant aux indices inférieurs ils décroissent graduellement d'une 
parallèle à la diagonale principale à la suivante, quand on parcourt le détermi- 
nant dans le sens de la seconde diagonale prise de gauche à droite. 

10. Nous allons faire voir que les formules (1) de définition permettent de 
démontrer directement la formule (12). 

Si nous remplaçons les éléments de chaque ligne du déterminant, à l'excep- 
tion de ceux de la première par leur différence avec les éléments correspondants 
de la ligne immédiatement supérieure multipliés par^p, nous obtenons, en vertu 
de la formule (1), un déterminant équivalent au premier et dans lequel les 
indices supérieurs des éléments des p dernières lignes sont égaux à p — 1 . 

Remplaçons maintenant les éléments de chacune des p — 1 dernières ligues 
par leur excès sur les éléments correspondants de la ligne immédiatement supé- 
rieure, multipliés par p — 1 . Nous obtenons alors un déterminant, encore 
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équivalent au premier, et dans lequel les indices supérieurs des éléments des 
p — 1 dernières lignes sont égaux à p — 2 . 

Continuant ainsi de proche en proche, on arrive à transformer le détermi- 
nant en un autre dans lequel les indices supérieurs des deux dernières lignes 
sont égaux à 1 . Or, d'une manière générale, 

#1 = 1. 
Donc, dans ce dernier déterminant, les deux dernières lignes sont unique- 
ment composées de 1 ; elles sont donc semblables et le déterminant est nul, ce 
qu'il s'agissait de prouver. 

11. On sait que si l'on pose 

A 1 (x m )= {x + l) m — x m , 
A 2 (œ OT ) = A 1 ((ce + 1)") — A 1 (x m ), 
A 3 (x m ) — A 2 ((x + 1)") — A 2 (x m ) , 
etc 

on a, d'une manière générale, 

AP(x m ) = {x+p) m — Cl{x+p— l) m + C*(x+p— 2) m — 

+ (— l)*- 1 ^- 1 ^ + l) m + (— l) p C?x m . 

Faisant, dans cette formule x = , nous avons 

4»(0")=jp" — °p(p— !)" + Gp(p— 2 T— + (— ly-'O^ 1 ^. 

La comparaison de cette formule avec (5') montre que 

(13) A p (0 m )= pi Kg. 

Cette formule est très importante puisqu'elle montre, au coefficient p\ 
près, l'identité des nombres Kg avec les nombres A 2 '(0 m ) qui se rencontrent si 
fréquemment en Analyse. Tous les résultats où ceux-ci interviennent, prennent, 
grâce à la définition si élémentaire que nous avons donnée des nombres Kg au 
No. 2, un caractère de plus grande simplicité. Nous allons en donner quelques 
exemples. 

1 2. La formule d'Herschel qui fait connaître la m ième dérivée d'une fonction 
<£> quelconque de e x , au moyen des dérivées ^'(e*), $"{(?), • • • • de q>{é°) prises 
par rapport à e x devient 

(14) * " D:<p(e*) = Klé°${?) + K*é°<tJ'(f) + . . . . +KZe m *<l>< m >(e*). 

La formule, remarquée par M. Cesaro,* qui donne la m lèmo différence A m y d'une 

!S Nouvelles Annales de Mathématiques. 1885, p. 64. 
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fonction quelconque, pour la différence Ax de la variable, s'écrit 

(15) A^Jf-KZ^d^y 

{lù) Ax m - 2s AUi dx m+i ' ' 



l m-|-i 
ï = 



Pour y = é*, cette formule donne, en posant Aa;= z, 



z m - + 1 . 



Pour y = sin a?, Ax = s, 

(17) 2™ sin™ - sin [a + _L_, !] = ^ _|±J sin [ œ + ^ ], 

i='0 

Enfin, si on pose y = — et Aîc = — xz, la formule (15) redonne la formule 

(7) après changement de z en x, et de m en p. 

13. C'est ici le lieu de dire quelques mots des nombres de Bernoulli et 
d'Buler et de faire voir leur corrélation avec les nombres K%. 

Certains auteurs* donnent ainsi les valeurs des premiers Nombres de 
Bernoulli : 

^i- g-, ^--30 ' ^«--42"' **— W 5 ~~66~ 

d'autres t les écrivent ainsi 

B i=~q' Bs ~ W B " = 42"' Bl ~ 30' ^ 9= "66 ' 

Nous adopterons ici les notations suivantes également connues et dont M. 
Cesarô, entre autres, fait usage dans sa remarquable étude sur les Nombres de 
Bernoulli et d'Euler,% à savoir 

B o =1 ' jBa = T' B * = — 30" ' B « — ^2> B s= — -30" 

B i-\, B s =0 , 5 5 = ,5,= , £ 9 = ,.... 

Cette manière d'écrire les nombres de Bernoulli permet de les définir par l'égalité 
symbolique (B + 1)"— B" = v (r = l,2,3,4 ) 

moyennant la convention que, dans le premier membre, B 1 doit être remplacé 
par B t . 

* Voir notamment : J. A. Seeeet, Traité de Trigonométrie, 5 e édit., p. 260. 

J. Tanneey, Introduction à la Théorie des Fonctions d'une Variable, p. 193. 
t Voir Duhamel, Eléments de Calcul infinitésimal, 8° édit., t. II, p. 427. 
î Nouv. Ann. de Math. 1886, p. 305. 
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De même, les Nombres d'EuIer 

E =l, E 2 = —l, E i =5, JE t = — 61, E s = 1385 , 

E x — , E z = , E t = 0, E n = ,^ = , 

sont définis par l'égalité symbolique 

(E+iy+(E-iy=0 (v = l, 2, 3,4, 5, ). 

M. Cesaro définit encore les Nombres ultra-bernoulliens par l'égalité symbolique 

C§ + iy-a^ = v (v=0, 1, 2, 3,4,....), 
et les Nombres ultra-eulériens par cette autre 

(g + iy + a(&-iy=0 (v = l,2,3,4,5 ) 

avec la condition initiale || = 1 . 

Tous ces nombres jouent un rôle extrêmement important en Analyse. Il 
suffit, pour s'en rendre compte, de lire le beau travail de M. Cesaro où l'on trou- 
vera de très-curieuses propriétés de ces nombres. Nous nous contenterons ici 
d'emprunter à ce Mémoire les expressions de ces diverses sortes de nombres, en 
fonction des nombres K*. 

On a 

\lo) Jj m „ m j^ ^3 2 3 2 4 ....-+- 2»» J" 

On trouvera plus loin (No. 29) d'autres expressions de B m . 

(19) E m = — 4- [2. 2! jK*— 2.3! £2 + 4! 7^1 ,„ ^ , ,..,,- 
\ J m 4L » m' >»J (Cette formule étant prolongée 

1 jusqu'à ce qu'elle s'arrête 

+ -j [2 . 6 ! IQ — 2.71 K,l + 8 ! K£] d'elle-même, c'est-à-dire jus- 

** qu'à ce qu'on tombe sur un 

— 1 [2.10! 7C-2.ll! 2EÏ + 12! 7^] *?m.) d ' en " haUt ' **" ^ 
+ 

^u; ^ OT — ^«L (a _ 1)8 ■+■(„_!)• + ^ (a — 1) TO -I' 

(21) g„ = — cosfl.l! K* + cosd cos30.2! J22 — 

+ (— l)™- 1 cos™-^ cos (m + l)0.m\Kf 
6 étant défini par tang 2 ^ = a. 
Notons encore cette formule que nous avons obtenue par transformation de 

la formule (8) du Mémoire cité de M. Schlômilch, 

-Ap 40 A?- 1 A 1 

/QO\ <2P Apl-n-m + pfLm+p + l jy- p ^m + p-l-a-m + p + 1 f^p -\ _|_ 

\£A) O m -ft-m\ o B ] - /i 2f> /• 2ît> 1)! 2^ — 1 ' •••• 

Ap—i Ai Al /lî> — 1 -, 

_I_ ( -I \i ^m + p- j-^m + p + 1 Tfp—f, i -"-m+l -^m-f p+l jf\ 

+ (~ 1 > - -J2£=l)\ K ^~ l + •••• + ~ (^+1)1 ^ + ij • 
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Nous nous bornerons au rappel de ces quelques exemples, et nous allons re- 
prendre l'étude des propriétés des nombres K p . 

14. Représentant par F une fonction absolument quelconque, posons 

Y2=z ~dï xYi ' 



Y — — vY 

m ~ dx m 



Si nous développons le calcul pour les premières de ces fonctions, nous 
trouvons . Y x =- Y -{■ xY 1 , 

Y,= Y+ SxY'+x*Y", 
Y 3 =Y+ 7xY'+ Qx % Y"+x s Y m , 
Yi=Y+ UxY'+ 25x*Y"+ 10x 3 Y'"+x i Y I \ 



Le rapprochement de ces formules et du triangle arithmétique du No. 2 met 
bien nettement en évidence la loi de formation des coefficients dans ces formules. 
On vérifie d'ailleurs immédiatement, en tenant compte de la formule (1), que la 
loi supposée vraie jusqu'à l'indice m — 1, l'est encore pour l'indice m. On a 
donc 
(23) F m = IQ +1 Y+ Kl +1 xY'+ . . . . + K% +1 x m ~ ^-H K:tîx m Y™. 

15. Cette formule est très importante. Nous allons faire voir d'abord com- 
ment elle permet de retrouver l'expression (5') de K p . 

Prenons pour fonction Y 

Y=x*>. 
Nous avons Y' = Alx p ~ 1 , 

Y" —A)^~\ 



y(m) _ A m x P— m • 

et Y x = (p + l)x p , 

Y 2 =(p+l)V, 



{p + 1 )"»*.* 



*Faisant Y =a p af+a ]> - 1 af- 1 -\- . . . . + «iœ + a , 

on a Y„— (p+V) m a l p?+p<'a p -içf x +. . . . + Z m a t x + Va . 

L'application successive du théorème de Rolle aux équations Fj=0, F 2 r=0, . . . . , Y m -=.0 permet 
d'énoncer ce théorème : 

Si l'équation F= a toutes ses racines réelles, 

1° Il en est de même de V équation Y m — 0; 

2° Celte dernière équation a autant de racines positives et autant de racines négatives que la première; 

3° Toute racine k u v u de la première équation, si Je > m , est racine Je — m u P le de la seconde. 



X 

a 
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La formule (23) donne donc, dans ce cas, 

(p + l) m x*> = Kl +1 xv + Kl +1 x.Alx*>- 1 + . . . . 

+ KZ+ix^A™- 1 ^-™* 1 + K%£lx m Alx*>- m , 

ou, en divisant les deux membres par x p , 

(24) (p+ l) m = Kl +1 + AlKl +1 +. . . . + A™-*KZ +1 + A™K:+}. 

Remarquons en passant que, si, dans cette formule, nous remplapons p par 

nous pouvons l'écrire 

(24') (x + a) m = Kl +1 a m -f Kl+^^x + Kl +1 a m -*x(x - a) + . . . . 

+ J*C + i* 0» — a) (a; — (m — 1) a), 

formule qui présente de l'analogie avec celle du Binôme de Newton. 

Dans la formule (24), remplapons m par m — 1 , et faisons successivement 
p=0, 1, 2, . . . . , p — 1. Nous obtenons ainsi les p équations 

2™-*=Kl + A\Kl, 

3 = xL m + A % K m + j4 2 it m , 



p™- 1 = Kl + Al_ x Kl + A%_ x Kl + ....+ A*z\K». 

Ces p équations du premier degré à p inconnues vont nous permettre de 
calculer K%. Pour obtenir l'expi*ession de cette quantité, nous emploierons 
l'artifice suivant : multiplions 

la première équation par ( — 1) P ~ 1 C P ~ 1 .1, 
"deuxième " " (— 1)»- , 0*-".2 > 

"troisième " " (— l)*- 8 0/- 8 .3, 



" dernière " " C£.p, 

et faisons la somme des équations ainsi transformées, en remarquant qu'en vertu 
d'une propriété bien connue des coefficients du binôme, on a 

W- <W-i + Opty-* -.... + (- i)*-*o*- n c; = o 

et, par suite, en multipliant par n ! , 

<7,M; - c\Ai_ x + <7»4j_, _.... + (- \y-*G*-*Ai = o. 
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Nous voyons alors que, dans le résultat final, les coefficients de Kl, K*, , K%- x 

sont nuls, et qu'il reste 

(_l)P-i(7|-i.l» + (_ i)p-*C$-K2 m + ....- G\{ v — l) m + G° p p m = pl Kl. 
Nous retrouvons ainsi la formule (5') . 

16. La formule (24') peut s'écrire 

(x + a) m = S^ x Kl%\x m + (S°_ l KÏ +1 - Si^KlXX) ax m ~ x + .... 

+ (SlK* + 1 -S\K> m+l + ....+ '(- ir~ 1 SZz\KZt\)a m - 1 x + Ki + ,a m . 

Par comparaison avec la formule du binôme de Newton, on obtient cette identité 

générale 

(25) 01-" =Ol = Sl_ 1 Kl\\-SlKl\\Jr . . • . + {-l) m - p SlZlKl%\. 

En particulier, pour p = 1 

(25') m=Kl + 1 -l\Kl +1 + 2! K' u+1 - . ... + (- l) m -\m- 1)1 K%$\. 

Si, dans la formule (24'), où on suppose a = 1, on fait x = — (p + 1), on a 

(26) (- i)v" = JEi+i-^+i-^i+i + ^+2^+1 - • ... + (- îr^+^+j. 

En particulier, pour ^> = 

(26') = KI +1 -U Kl +1 + 2! Z» +1 - . ...+(- l) m m\ KZ%\. 

17. Il est une autre propriété des nombres K p m que la formule (23) donne 
tout naturellement. Si on prend pour fonction F la fonction Y k de la suite pré- 
cédente, la fonction F m correspondante sera la fonction Y k+m de cette suite. La 
formule (23) donnera donc, dans ce cas, 

r m+k = Kl +1 Y k + K 2 m+1 xY> + . ...+ KÎ+fT-iY?-» + Kl%\x m Y™. 
Mais la même formule donne aussi 

Y k =Kl + 1 Y+IP k+i xY'+ ....+ JT| +1 x*- 1 F*- 1 > + KftWY«K 

Dérivant m fois cette dernière, en appliquant, pour avoir les dérivées successives 
des produits tels que x h Y ih) , la règle connue de Leibnitz, puis portant les valeurs 
obtenues pour Y k , Y k , Y k u , . . . . , Y ( k m) dans l'expression ci-dessus écrite de Y m+k , 
on obtient, en développant le résultat obtenu par rapport à F, a; F', x 2 F", .... 
et en identifiant avec l'expression de Y m+k donnée directement par la formule 
(23), l'identité générale que voici 

+ Ki +1 (Kt +1 + 0\A}Kt%\) 

(27) I^+i= -i + Zl+i(Zi+\ + CMÎ-i^i+i + G\A\K\X\) 

\ + 

I + Kl\\(Kl +1 +C}A\Kl +1 + G i i AlKl + 1 + . . . . + GW<i+\). 
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Cette formule permet d'exprimer un nombre quelconque K^ au moyen de la 
double suite K p t ,, K%r\ . . . . , Kl,, et K p m „, K%jr x y . . . . , K\„, en supposant 
m' + vn" = m + 1 . Il suffit, en effet, pour cela, de remplacer, dans la formule 
précédente, m + h + 1 par m, i -\- 1 par p , m -\- 1 par m', et h + 1 par w". 

18. On retrouve encore les nombres K p m dans d'autres suites d'opérations 
analogues à celle du No. 14. Afin que la confusion ne soit pas possible avec 
celle-ci, désignons maintenant par y une fonction quelconque de x, et posons 

successivement dy 

^= x d^' 
dy 1 

y*= x dar> 



Vm ~ X dx . 



Cette seconde suite d'opérations a déjà été considérée par M. Cesarb.* Le 
calcul successif de y lt y % , y 3 , . . . . montre, d'une façon analogue à celle du No. 
14, que 
( 28 ) y m = Kixy' + K&tf +....+ K^y™. 

Désignant par Z une fonction quelconque de x, considérons encore les fonc- 
tions définies par la suite d'opérations 

Z x = xZ + -j- xZ , 

Z 2 =xZ! +-^xZ lt 



Z m — xZi m _\ -\- -j— xZi m _i. 



Calculant les valeurs des premières fonctions on trouve 
Z 1 =(x+l)Z+xZ', 

Z 2 = (x? + Sx + 1) Z + (2a; + 3) xZ' + x*Z", 
Z 3 =(x 3 + Gx*+ 7x + 1)Z+ (3x*+ 12x4- 7)xZ'+{3x + 6)x 9 Z"+x 3 Z'", 

On se trouve donc ainsi conduit à la loi remarquable exprimée par 
(28)"- Z m = * u+1 (x)Z+ <±^xZ'+^f^-x^Z''+ .... 

1.2 ... .m ' 

*N<mv. Ann. de Math. 1885, p. 36. 
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en posant, comme au No. 4, 

<t> m+1 {x) = Kl +1 + IP m+1 x + /a+ix 2 + + Kl%\x m . 

On vérifie, en effet, en tenant compte des relations (1), que cette loi supposée 
vraie pour l'indice m — 1 , l'est encore pour l'indice m . 

19. Les formules (23) et (28) sont susceptibles de nombreuses applications, 
principalement à la recherche de certains développements de fonctions. 

Supposons que la fonction /(x) soit, pour certaines valeurs de la variable, 
développable suivant les puissances de x par la formule 

f(x) = a + ajpc + a^t? + ....+ cipX p + . . . . 

Si nous posons /(œ) = Fet que nous appliquions la formule (23), en remarquant, 
pour calculer ce que devient le second membre, que si F= x p , on aF m =(p+ 1)"V ; 
nous obtenons 

(29) R m+1 f+Kl +1 xf + ....+ K2$\x m f™ 

= oo. l m + a 1 .2 m x + + a p (p + l) m x p + 

Posant de même /(x) = y, appliquant la formule (28) en remarquant que 
y m — p m x p pour y = x p , et divisant, au résultat, les deux membres par x, on a 

(30) KlJ'+Klxf'+ .... +KZx m -y m) = «i -l m + <h .2 m x + .... + a p p m x p - l + .... 

On obtient encore ce dernier résultat en posant/' (x) = F, et calculant Y m _ 1 
par la formule (23). 
Comme on a 

f n) (x) = Ala n + A% +1 a n+1 x + + Al +P a n+P x p + 

si on pose f {n) (x) = F et que l'on calcule ensuite F OT par la formule (23), cela 
donne 

(31) Kl +1 f^ + Kl +1 xf n +» +....+ KZX\x m f [n+m) 

= Ala n l m + A n n+1 a n+1 2 m x +.... + A» n+p a n + p (p + l) m x p + .... 

Cette formule comprend les deux précédentes comme cas particuliers. 
Une remarque importante se place ici. Dans le dernier développement le 
rapport d'un terme au précédent est égal à 

(p+n)(p + n-l)... .(p + 1) ( P + l) m a n+p 



{p + n — l){p + n — 2) p p m ' a n+p _ 1 

P J\ p J a n + p _ x 



x 
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dont la limite, lorsque p croît indéfiniment, est égale à la limite de 

Qn + p 






a, 



n+p — 1 



Si donc, on a choisi une valeur de x telle que 

Lim-^+£-aj<l, 

t^n + p — 1 

de façon à rendre convergent le développement de /(ce), cette valeur de x rendra 
également convergent les développements (29), (30) et (31). 

Cette remarque une fois faite, nous pouvons en toute sécurité faire des 
applications des formules précédentes. 

20. Prenons d'abord /(ce) =e x . Dans ce cas, on a, quel que soit x, 

e* = 1 + - + _ + .... + ^^-^ + ... • 

D'ailleurs toutes les dérivées de e* étant égales à cette fonction, les formules 
(29), (30) et (31) conduisent toutes au même résultat que voici 

(32) é>(Kl +1 + IP m+1 x + + KZW 1 ) 

2 m 3 m ( p -j- l) m 

— — 1 H YJ~~ X "T" "qY" 33 ~\~ • • ■ • i j 35 ~T" . . . . 

Si, remplaçant, dans cette formule, e x par son développement écrit plus haut, on 
fait l'identification des deux membres, on tombe sur la formule (24). 
Si, dans cette même formule, on fait x = 1 , et que l'on pose 

on a 

(33) eL m+1 —l +-JT +-2f + H ~\ r 

M. Cesarè, qui a obtenu cette formule, attribue la propriété qu'elle exprime 
à savoir que la série du second membre est égale à un multiple entier du nombre 
e, à M. Dobinski. 

21. Arrêtons-nous un instant aux propriétés des nombres L m si intimement 
liés aux nombres K p m . 

La formule (33) donne les identités 

om-l qro — 1 

eL m =i— i+f_ + £_ + ...., 



1! ' 2! 

om— 3 qm— 2 

e £ m _ 1= l— »+_ - + -2J- + 
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qu'on peut écrire 

-j m om ont 

= TT "^ ~2T ~3T ~^~ 

im~l om— 1 ow-1 
ei m _!= -jy- + -gj- + -gj- + , 

eZl = TT + "âf + ~sT + • • • • 

Joignons-y ,-i+ii+^.i!, 

Multiplions ces m + 1 dernières égalités respectivement par 

/TTO /Tl flm—\ SI m 

et faisons en la somme en remarquant que 

C° m a m + Cla™- 1 +.... + CZ-\i + C%a° = (a + l) m . 
Il vient, en posant, par convention L = 1 , 

ora qm 4m 

ou, en comparant avec la formule (33), 

(34) G m L m + G\ i L m _ 1 + ....+ (7^ -1 Z L + C™L = L n+1 . 

Cette formule permet de calculer les nombres L m par voie récurrente en partant, 
par convention, de Z = 1 . 

Elle peut s'écrire symboliquement, 

(34') L m+1 = (L+ l) m . 

Sous cette forme, elle a été donnée sans démonstration par M. Oesarb.* On 
trouve pour L^, L z , L 3 , .... les valeurs 

1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, .... 

Appliquant, en partant de la formule (34') les principes du calcul symbolique, 
M. Oesaro a démontré, entre autres curieux résultats, que l'on a 

(35) ^-i =1+ Z 1 ^ + A^ 2 + A r ^3 + .... 
Nous ferons remarquer que cette formule peut s'écrire 

(35) e= 1 + ^-log(l+ a! )+ ^ [log(l +x)J+ ^ Qog (1 + z)] 3 + . . . . 

*Nouv. Ann. de Math. 1885, p. 89, formule (5). 
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La formule (35) fait connaître la fonction génératrice des nombres L m . On a 

22. Prenons maintenant f(x) = . 

Nous avons, pour x <C 1 , 

— !— — l+a; + a;2+ + œ *> + 

1 X 

Donc, si nous posons = F, nous avons, pour tc<C 1, par application de 

la formule (29), 

^ b ' 1 — œ + (1— xf + -"-+(i — x ) m + x - 1 +I x + ....+p x +...., 
et, par application de la formule (30), 

Cette dernière formule a été donnée par M. Catalan.* L'identification des pre- 
miers membres des formules (36) et (37) donne 

-"• m + 1 - 11 -û- )» i 

^m-^m + l 1 ! -^m + 1 = 1 ' G m _ 1 K m 2! zT m , 

ClKl +l - 1! Ci_ 1 iTî lt]l + 2! Ki +1 = 1! C^^- 2! (7i_ 2 ^ + 3! JT»., 
d'une manière générale, 



i=* 



(38) ^ (- 1 )** 1 ^--i^-t 1 ! = 13 (_ l)i( * + 1} ! C, -"''-^- +1 i 



i = 

et en outre 



Ki +1 -1\ Kl +1 + 2! Zl +1 - . . . . + (-l) m m! ir^i = 0. 

Nous avons déjà trouvé cette dernière formule ; c'est la formule (26'). 
Quant à la formule (33), elle donne, toujours pour les valeurs de cc< 1, 
rs9 x n\Kj +1 {n+l)\Kj +1 x , (n + m)! Kl%\x m 

K ' (i—x) n+1± (i— x y+> + — """"(î— j B )"+-+ 1 

= ^l m + -A» +1 2 m z +.... + ^î +1 (p + 1)"V + . . . . 
* Association française pour V Avancement des Sciences, Reims, 1880, p. 78. 
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Nous pourrions multiplier les exemples d'application des formules (29), (30) et 
(31); mais nous nous en tiendrons à ce qui précède. 
23. Considérons l'équation différentielle linéaire 

(40) Ki +1 y +K> m+1 (x + a) ^ + Ki +1 (x + af^ +.... 

+ «#(*+«)■££ = ♦(*)■ 

Elle appartient à un type que l'on soit intégrer en amenant l'équation par le 

changement de variable 

x + a — ê 

à n'avoir que des coefficients constants. Mais elle présente une particularité 
digne de remarque, à savoir que l'équation algébrique, qui résout l'équation 
différentielle linéaire à coefficients constants à laquelle elle conduit, a toutes ses 
racines égales.. Nous allons mettre ce fait en évidence. Calculant les premières 
dérivées de y par rapport à a; au moyen des dérivées par rapport à t, on trouve 



On est donc conduit à poser 

/ , v» dm y _ d ™y , , ^~ x y , dm ~ 2 y . . d y 

{x+a) d^ - sr + ^ dF=ï + ^~dr^ + • • • • + A »-i ^ • 

Pour déterminer les coefficients X lt /l 2 , . . . . , /l m _i, faisons 

?/= (x + a) p . 
Il vient alors 

jji=p(p-l) . . . . (p-m + l)(x + a)*-~, 

%=p 1 <e* = p«{x+ay, 

et la formule précédente donne, après suppression du facteur p {x-\-a) p commun 

aux deux membres, 

(p_l)( 2 ,_ 2 )....( i >-(m-l)) 

=p m ~ 1 +\p m -*+ \p m ~ 3 + .... + K-2P + K-i> 
On déduit de là que 2, t = (— 1)*^-!- 
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dt 



Par suite, 

(41) (X + a) -^ — ^T — Om-l dr _i -+- • • • • -t- \— X ) »m-l 

Cette formule transforme l'équation (40) en celle-ci 

+ (-K'm + i Ol-û» + l + «a-S^s + l • • • • + ( 1/ Om-îKZ, + \ 



+ {-l) m - 1 S2z\KZ$) 



dy^ 
dt 



+ (Kl +1 -SlKi +1 + SlKl +1 -.... + (-ir-*S%zlKZt\) 



i\*y 



dt* 



+ 



d m ~ 1 y 
+ (J£Z + l «n-l-^m+l) dt m ~ l 



— ^(ë—a), 



d m ii 

ou, en se référant à la formule (25), et posant $(é — a) = <&(t), 

y + Vm dt + Um de + — ^ ° m dr- 1 + ° M dr — v w- 

Pour intégrer cette équation, on commencera par intégrer l'équation privée de 
second membre. L'équation résolvante de celle-ci est 

1 + Glz + C*# + . . . . + Cl~ h m -*+ Clz m = 
ou (l + a)-= 0, 

ainsi que nous l'avions annoncé. 

L'intégrale générale de l'équation privée de second membre sera donc, 
c 1} e 2 , . . . . , c m désignant des constantes arbitraires, 

<h + <4 + c/ + • • • • + C,J m ~ X 



y — 



é 



On en déduirait l'intégrale générale de l'équation pourvue du second membre 
<!>(£), en y ajoutant l'intégrale particulière de cette dernière, que permet de former 
la méthode de Cauchy. 

Nous avons tenu à développer sur cet exemple la méthode classique, à cause 
de la particularité que révèle, dans ce cas, l'application de cette méthode, mais 
on voit tout de suite que l'équation (40) peut être intégrée par des quadratures 
successives. 

En effet, nous n'oterons rien à la généralité de l'équation (40) en y faisant 
a = , et en l'écrivant 

Kl +1 y + Kl +1 x% +Kl + ^% + . . . . + JCtti*» S = *(*)• 



dx 



dx % 



dx n 
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Or si, nous comparons cette équation à la formule (23), nous voyons qu'en repré- 
sentant par F l'intégrale cherchée, on a 

Y m — q>(x). 

Par suite, d Tr . 

^xY m _ 1 = ^(x). 

D'où, par intégration ' asF ._ 1= y^ (a , )(fa + ^ 

et I'-i=t/*(«)* ! +-2-. 

De même, de proche en proche, 



r^/if....iA(,) J ,^" 1 "'" t ^^l-'+....+.- 

x v x *J x v T v ' ' a; 

les signes / étant au nombre de »i . 
Prenons comme exemple le cas où 



«1=2 (a;) = 



(1 — xf ' 

On tombe ainsi sur V Exercice No. 520 de Frenet.* On a alors 
/' dx _ 1 
*/ (1— ce) 3- 1 — a;' 
_1_ Ç dx _ 1 _ 1 , 1 

f-rfjï^if ^fir +/î=ï = l0§ œ - lo s ^ ~ *) = lo s r=b > 

i ri r dx _ î » / g y 

a;»/ xJ (1 — a;) a a; °1 — a; ° \1 — a;/ ' 

Par suite, l'intégrale générale correspondante sera 

C'est sous cette forme que Frenet l'a obtenue par la méthode ordinaire. 
Nous ferons observer qu'il est plus simple de l'écrire 

— log (1 — a;) + Ci log x + c % 
x 
24. Nous allons maintenant faire connaître une formule, source de nom- 
breuses identités, que nous appliquerons à plusieurs exemples, et qui nous 



* Recueil d'Exercices sur le Calcul infinitésimal, 3 e édit., pp. 244 et 315. 
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donnera, en particulier, diverses propriétés des nombres K p m . Certaines de ces 
propriétés, à leur tour, nous conduiront à diverses expressions des nombres de 
Bernoulli. 

fin) représentant une fonction quelconque du nombre entier n, posons 
fin) = /(!)+/ (2) + ....+/», 
/.(*) =/i(l)+/i(2) + ....+/ 1 (n), 



f*+i(n) =/*(l) +A(2) + . . . . +/»(n). 

Un calcul de proche en proche qui n'offre pas la moindre difficulté montre 
que 

(42) /*+i(«)= C* + *-i/(l)+ C* + s _ 2 /(2)+ . . . . + Clf(n). 

Telle est la formule que nous avons en vue. Si on sait, d'une autre manière, 
pour une fonction f{n) donnée, exprimer f k+1 (n), cette formule fournit une 
identité. Nous allons en donner des exemples. L'un d'eux aura trait aux 
nombres K p m . 

25. Faisons d'abord 

/(n)=Ci = n. 
Nous avons alors 

A(n) =G\ + G\ + ....+ G\ =Cl +1 , 

A( n ) — Gl + G% + ....+ G 2 n+1 -= Gl + 2 , 



fk+\{n) — Cl~X\ + GlX\ +.... + GIX\ — G k n \\ +1 , 

et la formule (42) donne 

(43) Gi%\ +1 =Oi +t _ 1 +20i +k . t +.. ..+nO\. 

26. Faisons maintenant 

/(n) = a— 1 . 



Nous avons alors 



et en faisant la somme 



(a—ïïMn)' =a n -l : 
(a _i)/ 1 ( n _i) = a"" 1 - 1, 

(a— 1)^(1) =a— 1, 



(a — l)/,(n) = a ^ZTT — w ' 

d'où (a — l) 2 / 2 (») = a M+1 — a — n (a — 1) , 

(a — l) 2 / 2 (n—l) = a n — a — (n— l)(a — 1), 

(a— 1)»/ 8 (1) =a 2 — a -(a — 1), 
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et, en faisant encore la somme 

(a - 1)% (n) = a 2 ^— J - na - -^--^ (a - 1) , 
ou (a - l) 8 / 3 («) = a"+ 2 - a 2 - Cia(a - 1) - <7 2 +1 (a - l) 2 . 

En continuant ainsi de proche en proche, on arrive à la formule suivante 
(a-l)*+ 1 / A+1 (n) = a»+ i -[a fc +(7X- 1 («-l) 

+ (7 2 + 1 a l ~ 2 (a-l) 2 + . . . . + 0* + *-i(«-l)*]. 
La formule (42) donne donc, dans ce cas, 

(44) (a- l)* +1 [<?* + *-i+ , î + t-ia+ • • • • + Cfr- 1 ] 

= a »+*_[ a * +(7 i a *- 1 (a-l) + (7 2 +1 a i - 2 (a-l) 2 +.... + (7* +s _ 1 (a-l) i ]. 

Pour a= 2, cette formule devient 

(45) C* +i _ 1 +2C' H + k _ i +. . . . + 2- 1 C* 

= 2 »+*_ [ 2 * + 2*- l Cl + 2*- 2 (7 2 +1 + . . . . + CÏ +t _J. 
Pour a = — 1 , 

(46) 2*+ i [af l+ ,_ 1 - ^ + ,_ 2 +....+(- 1)— ^g 

= (_l)-i+ [1 + (7^2+ (7 2 „ +1 2 2 +. . . . + <7* + *-i 2 *]- 
27. Nous allons maintenant, en faisant 

f(n) = n m 

rencontrer des propriétés des nombres K p m . 

Reprenons les formules obtenues au No. 15, en faisant £> = 0, 1,2,3.... 
dans la formule (24) où on remplace m par m — 1. Ces formules peuvent 
s'écrire, en multipliant les deux membres de la l èrc par 1 , ceux de la 2 ème par 
2, .... , ceux de la n iiwo par n, 

l m =G\KL 

T=C\Kl+2\ CIK'L, 
3-=ClZr,J+2! C?Z» + 3! C\Kl, 



n m =ClIP m +2\ (7 2 /C+3! G\Kl + . . . . + »! O^K*. 

Faisant la somme, nous avons* 
(47) 1"+ 2™+ . . . .+n»=f 1 {n) = l\C > n+1 Kl+2\ G 3 n+1 IP m + ..,.+ n\ C n n %\Kl 

Continuant un calcul analogue de proche en proche on trouve 
(470 /*+i(») = 1! C*%\ +1 Kl+ 2! G* n %\ +l Kl+. . . . +n! Cl%t%\K n m . 



*Si on avait «>m, le second membre s'arrêterait évidemment au terme »! C"^,'£*' La formule 
(47) n'en est pas moins générale, puisque nous avons fait la convention de prendre K n n = pour n > m . 
Même remarque pour les formules suivantes. 
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La formule (42) donne alors 

(48) <7* +t _ 1 l» + Cl +k _ i 2 m +.... + C k k n m = 1! Gl\\ +1 Ki 

+ 2! C*%\ +1 Kl+. ...+n\ GlXlXlKl. 

On peut, pour /(n) = w. m , obtenir f k +i(n) d'une autre manière. Il suffit, en 
effet, tout simplement, de remplacer tn — 1 par m dans les formules du No. 15, 
dont nous venons de parler. Cela donne 

2 m = CiK m+1 -\- 1 ! 6 1 -nT OT+1 , 



n"= tf°_i*"l + i+ H GI_ 1 Ii +1 + 2! C»_iin. + i+ • • .. + {n-l)\ Clz\K* + 1 ; 
d'où, par addition, 

(49) l m + 2 m + . . . . +n"=/ 1 (n) = Càtfi +1 + 1 ! C»tf i +1 + .... 

+>-l)!<7»iT£ + 1 . 

De proche en proche, toujours par le même procédé, on arrive à 
(49') /* +1 (n)= Cïtin +1 + 1! Cîtlffi +1 + .... + (»-l)I ^t^m+i. 
La formule (42) donne alors 

(50) <7f l+ ,_ 1 l m + <7* + *_ 2 2™ + . . . . + <7£n M 

= CitVn+i + l! Cl%\Kl l+x + .... + (n-1)! C7;t^+i. 

Enfin, une troisième méthode se présente pour le calcul de/ A+1 (n), en supposant 
toujours f(n) = w OT . 

En effet, la formule (26) donne 

= tfi +1 -l! CJ/a + x +2! tf 2 2 J^ +1 -. . . . +(-l)»m! Cï^ïti, 
(- 1)- = Ki +1 - 1 ! GlIP m+1 + 2! C71/a +1 -....+(- i)- OT ! C: +1 /rSî. 

(-n)"= zi+i- 1 i <7i+iJsnL+i+2i ai+ii-i^- .' .'.'.+ (- ij-ot! a:ÏJr*:+j. 

En additionnant ces égalités, on a 

(51) (- l)* [1" + 2" + . . . . + w «] = (— l) m A(n) 

= a +1 Ki +1 -u a +i Ki +1 +.. . .+(-i)-m! <7:^ +1 ^:ïî. 

Faisant successivement dans cette formule w = 1 , 2 , 3 ,...., n , plaçant en 
outre, en tête des égalités ainsi obtenues, la formule (26'), et additionnant, on 
trouve 

(-l)"/,(n)=C» + ,JTi +1 -l! Cl +3 Kl +1 +.. .. +(-l)-»i ! <7^ +2 ^:+ï. 
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Continuant ainsi, de proche en proche, en faisant intervenir à chaque fois la 

formule (26), on arrive finalement au résultat que voici 

(51') (-l)-/ i+1 (n)= C7*tl+i*i+i-:U Clt\ +t Kl +1 + .... 

Par suite, la formule (42) donne 

(52) G k n+k _ x \ m + C*. t4 _ > 2"+ • . . . + C|n" 

V x ) l^n + k+l^m + l - 1 • ^Hi+ï^m + l T . . . . 

+ (-i)"»»!c , :tit- 1 *+i«ti]- 

28. Si nous faisons encore 

f(n)=2n— 1, 

nous avons /i (ra) = 1 + 3 + 5 + . . . . + 2w — 1 = rc 2 . 

Donc, en posant /' (w) = w 2 , 

on a /*+i(n)=/i(n). 

Or, /jj. (w) c'est /^(w) du No. précédent en supposant w = 2 . On a donc, 
d'après la formule (47') où on a remplacé Je par & — 1 , 

A+i(n)=A(n)= 1! ^V2TÎ+ 2! 0*# 

La formule (42) donne donc 

(53) 01+,^+ 3Ct + k _,+ 5Cl +& _ s + . . . . +(2n-l) Cl = Ct%\ +1 +CiX\. 

Si au lieu de la formule (47') on prend (49'), en y remplapant encore Je par 
Je — 1 , on 'a pour le cas actuel 

Â+i(n)= Gl +k _,K\ + 1 ! GIX\_JP 3 + 2! G\%\^K\ 

= G k n+!c _ 1 +3Gttl-i+ ZCltl-i 

— r ik _i_ r< k +i _i_ 9/T'^+i i rik+2 \ 

°n+fc-l ~T ^n + k-l-T ^K^n + k-l "T ^n + fc-1/ 

On retombe donc sur la formule (53) . 

Enfin la formule (51'), toujours après remplacement de Je par Je — 1 , et 
pour ni = 2, donne 

f k+1 (n) = G ! ; i+h Kl - 1 ! Gl\\ +1 KI + 2! Cl%\ +% K\ ' 

— V n + k "^n-j-k + l~r ^^n + k + 2 

— n( rik + i rik + 1 \ ( rik + 1 rtk \ 

— ^\^n + k + % ° n + k + l) \^ n + k + l ^ n + k) 

n/Tfc + 2 pk + 1 

^^n + k + l ^ n + k 

— flk + 1- tfflk + i G k + 1 \ 

nk + ï, I pk + î 

— ^,, + i + lT ^ n + k- 

On est ainsi encore ramené à la formule (53). 
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29. En adoptant la définition des nombres B m de Bernoulli, que nous avons 

admise au No. 13, en vertu de laquelle 

1 11 
B =l , B t = — , B i = — ~, B 6 =—, , 

■Bi=4"' B 3 =0 ' B *=° ' B i=° '•••" 

on sait que B m est le coefficient de n dans le développement de 

s m =l m + 2 m +. ... + n m 
suivant les puissances de n. 

Or, la formule (47) donne 

On en déduit, en prenant le coefficient de n, 

(54) A. --g" ~3-+-4^ .... + (-1) m+1 • 
La formule (49) donne à son tour 

Sm -O-m + 1 ^| T i> -tt-m + 1 g] •" ^ ! A m + 1 ô"j (-.... 

On en déduit de même 

(55) B _Kj +l UKl +1 2lKl +l ^ m rn\KZX\ 
\?b) B m - 1 2 + 3 _.... + (_!) m + 1 • 

Enfin la formule (51) donne 
s m = (- ir*l +l ^ + (- 1)-»1 ! Kl +1 (w + 2 2 ( r + 1) 

+ (-l)-+»2l JP. + i (n+8Xn + a)(,l + 1) + 

d'où l'on tire 

(56) Z? m = (_l)»/a +1+( _ ir+ i ^ Ki+1 + ( _ l)m+2 ^ ^ +i+ . . . . + ^l/^+i. 

Cette dernière expression est moins commode pour le calcul que les deux précé- 
dentes. 

On trouvera dans une Note, qui va paraître cette année au Bulletin de 
la Société mathématique de France, d'autres applications de la formule (42). 



